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Ingeniera JUAN SNITCOFSKY

Aplicaciones estructurales
de la cufa hiperbdlica

Andlisis  geométricn g esfdtico de ung Jorma espacial obtenida o partir de
[

sectores de paraboloi

hiperbélico, en procura de obtener une cipula de plan-

ta rectangular y bordes horizontales, apta pare ser wtilizada como cubierta in-
dustrial de hormigin armado. Se adopte una superficie que, admitido su
comportamiento en estado membranal, bajo lo accidn de los coryas permanentes
fe encuentra lilwe de esfuerzos de flexidn en todos sus miembros de borde.

INTRODUCCION

Bl presente amicule describe una estructura
laminer desamollzda para sstisfacer simulidiea.
miznfe un severc conjunlo ce requarimiernios
plintesde por la construzeion de una cublerta
inchisirigl de hormigdn armado, requerimientos
que poderras sintetizar asi: i

9] Naves ide planta rectanguler epoyadas en
sus custo wirtioes, hacie fos cualer denen es-
cureir las aguas pluviales, '

b} Posibilidad de crecimiento en cualguier di-
reccion, (Médulo repetitive de aprox. 15 x 13m0

€] Bordes horizonfeles, coincidente: con lg al-
tura minirme solicitada pare los locales, de o
do de facilitar &l aventanamientc o cierre ver-
tical de cuabquisr mdadule.

d} Numinecian vlo sventilecion cenital,

) Diada |a probibicién de dejar fensoras =l ai-
e o de construir contrafuertes de apoyo, queda
establecica la condicion de nulidad de empu.
igs horizondales en dos winoulos,

Por rezones de Indole econdmica agreguemos:

f] Superficies de doble curvahira con miras
a obtensr forman pars lae cuales pueda asumir-
se razonablemente el comporramients membra-
mal,

g) Supsrficies doblernente regladss para fa-
cilitar la construcoidn de les rroldsas,

Peara dar cumplimienso a estas condiciones 5=
adeptd una combinaddn e oche ldbulos en
parskoloide  hiperbolico de planta  friangular,
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conformando una figura cuvas propiedadss se
anilizan =n fo gue sigue.

I} ELEMENTOS GEOMETRICOS

En I fig. 1 se han representado bas superfi-
cies regladas 1 v 2, referidas & la benna o oo
nal X-Y-Z. 5¢ treta cle dos paraboloides hiperbé.
licos rectos y de eje wertical, que se interses
fan eequn lz curva CWNVS, v cuyes expresionss
algebraicas sor:

71 = kxly — b (-1)
Z: = kybr —a) {122}
En wvirtud de gue
i 11 Ty h\-_:- F£
g r=as k
o Dy 23 by




FiGURA 1

las dos tuperficies tienen el mismo modulo de
alsbec v por lo tardo son dos paraboloides hi-
perbdlicos idénticos que ocupan distintas posi-
clones en ol espacio.

For comodidad de openacién, refericemos es-
tas superfices a la terna orfogonal U-\-Z, elegi-
az-vde mode de que el eje U contenga los pun-
fos O y 5 las formules para transformar las
cordenadas som:

e EOE o — W o&RR o -3
Yy =usen « + V CO5 o {1-4)
en las cuales:
a b (1-5)
fOf & = —— ] 8BA & = —— -
d ol
que reemplazedas en (| — 3) y (I — 4}
U wia {-6)
x = d L
vh 4 wva
S o S i 17
¥ g i1-7)

S infroducimos eshos valores en (1-1 v {1-2) fen-
dremas:

ua — vy ukl - wva
Z1= k —_ = {I-S}
d |

g
Clhande Br estas wovaciones  haremos v—non
obtenemos:

. ab ( u )
e e i e e ] (-1
o d

que es la eovacién de una pardbola de sequn-
do grade comtenida en &l pleno vertical U-Z, v
que constifuye la ariste de interseccién de estas
dos superficies,

Convendremos en Mamer "cufia hiperbdlica”
a la ferma superficial obtenida al adoser (fig. 1)
dos casquetes tfales como el OR-S y O-P-5 de
modo de que fengan en comin la arisla para-
bélica ©-M-5.

44

Una cufia hiperbolica queda definida cuando
—ademis de U posicibn— e conocen sus la.
dos & y b, y w0 madulo de alsbec k.

i sa verifica gue los lados a v b son Fguales,
diremos que la cufia hiperbdlica ec equildters.

La cufia hiperbdlica tiene une propiedad geo-
métrica e gran importancia para su aplicacion
como estructuna membranal. Para ponerla an evi.
dercia procederemos @ determiniar |2 magnitud
C tal gue (fig. 2)

C=1tgnn+ 19w (-11)
giende y: ¥ v los angulos que las fangentes
n-n ¥ m-m fraza por el unio T, forman res-
pectivamente con el eje V-V,

Siendo v = u, |z abscisa dal punto genérico
T, de acuerda con tas (1-8) v (I-9) fendremos:

’rg*r'.:—bZl =_|¢b_}<
B d
X( u:b 4+ va -—b) +£a_ et
d d?
Tng'TJ
bz, ka
gy = — tgyls = — i R
W o
Uy a — wvb kb .l
¥ f—————— — ) — ———fu; b+ va) |
d d ]
Sumisndo ordenadamente y operande:
E—tg*r1+ﬂ'g*rr==k‘d {1-123

o sea que la suma de las fangentes de fos an-
gulos 4 v y. € independiente de u, por o tan-
to es I3 misma para cualquier seccion paralela
al plaro V-Z gque se considere.

i) ESTABILIDAD DE LA CUNA HIPEREOLICA

En la fig. 3 se ha represenfado un cufia hiper-
bdlica de wértices O-P-R-5 wista segln su pro-
yeccién horizontal. Se supone que ella constitu-
ye una estructura membranal sometida & la ac
cidn de Jas carges verticabes g, uniformements
distribuidas (). En lac membranas 1 vy 2, las

(] Para cufiae hiparbalicas muy rebajadas puade ad-
mitirse gue el peso prople esld uniformements
distribuido sobre la proyeceidn horizental de s
estiuctura. Sin embarge, 93 mis convenients, dar
eatricto  cumplimisnte @ esa hipotesis de carga
variando ®l ospesor de la ldmina de punto a
punte, Para allo, si llamames o al espesor de fa
mina en o punts de coardenadas x—=0, y=1=0,
y siendo & el espesor an el punte genérics .y,
debard wverificarse: -

Oy
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FIGURA 3 i

tensiomes nferniss ofrecen un cuadro oy parti-
cular, definido por laz expresicnes:
(4-1)

Flay — constante — — s

2k

Las fuesrzas gue solicitan e arco parabdlico
O-5 pueden estuciarse & partr de sus proyeccio-
roes e al p‘]arra horizontal (magnirtudes ficticias)
gJe analizaremos sn dos direcciones ortogona-
les:
_ a) Fuerzes disiribuidas normales al plane U-L
Mw, = Fhvg = — 2 Rxy sen © s = {1-2)

b) Fuerzas cistribuidas contenides en &l plano
U-Z:

flx — Ry = O;

vy, = R, ih-3)
Estas dltimas s& anulen enfre =i por tener sen-
tidos opuesios en ambas mambranas.
Por lo tanto solo resta considersr el efecto de
ks Fiv: y Nvo. Para ello basta con observar e

cotte practicado en o fig. 4a, del cual surge el
significado de las cormiponentes verticabes Gy vy QL
que son les Onicas aclivas, y que sumadss nos
dan la fuerza G (fig. 4b), dz modo que:

Q=10 + =Ry, tg v, - fv 1g 72
v, de acuerds con (11-1) v [I1-2F
G— — 2Maysen o oo w {19y 19 yd

&i aplicamos ahora la propiedad enunciada en
{1-12) y reemplazando Mxy por su valor se fen-
hrar

() — gd san e« cos =

£ bien:

L= _gfi".‘r'___ [11-4)

d

El numarader de esta fraccion es &l peso total
de |3 lémina, misntras que el denominader €5
Is cuerds del arco parbdlico O-5. Resvlia en con-
secuencia gue la estructura descansa fnfsgra-
mente sobre el referide arco, fransmitiéndole su
peio como une carga uniformemente disteibuida
sobre su proveccién horizental, El arco parabd-
lico 0-5 es, por lo fanta, antifunicular de las car-
gas Q. Conviene destacer que estas conclusionss
estan rigidamente subordinadas a la condicion
Mxy — constente. Cuando tal condicién no se
cumple, la anists parsbélics queda sometida o
un complejo sistema de cargas no coplanares
gue puecken dificultar seriamente fas realizacio
nes pracricas, particularmente cuando ka cufia hi-
perbdlica no es equildtera.

Como e ohserva, esta figura geometrica ofre
ce posibilidades ventajozas para su wlilizacidn co-
mo estructura mermbranal, dado que urie a la
simplicided de generacian (doblements reglada),
la ausencia de momentos flectores en sus ner-

-l'-.' I. 1}
LD i i M
A

Yy
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FIGURA 5
vachiras de borde. Se presta asimistro para ser mo bajo la accion de las fuerzas que le trarsmi-
combinade ve miltiples maneras, por gjemplo, ten las dos membranas edypacentes.
adosando cvalra de ellas como se muestra en Las fuerzas que denemos considerar son:
el modele de la fig. 5.
TR a) Ls fuerza uniformemente distribuida Q.
= b) Las fuerzes Fy, Fi, Py F, fue correspen-
BOLICA :

das al punto M.
Dadc gue las componentes karizarfales de es-

Refirigndonos a la fig. 6, si de fa cufa hiprer- fas custro fuerzas se anulan dos & dos, la resul-
bovide O-P-5R extraemes un sector O.L-M N tal tante @5 vertical v wale:
oue: B
o T __5‘:-_ {1n-2)
CMe=h, = b,—TjE —d = e
St t = +'
O — o = g {H-13 : ty3ae — %
donde u es un coeficiente menar que la unidad, = —r
an los bordss NM y L-M aparecen esfusrzos de- B
bides a fas tensiones de memthnana, dirigidos ha- i
cia el punto M, Estos esfuerzos tienen una com- S T (. R 2
ponente vertical que fiende a levartar la ectre. = et
tura. / |
Supongemms ahora que el sactor en estudio se | Bl "
2dota a ofro ssctor siméirico del aterlor respec.
to del surtc M. Este dltime sector e ha renre- S Rl

; sentado en la fig. 6 con linea de pintos y liene
por vértices los puntos MAIN-O'L’. S efectuamos

, un corle de la figura asi obtenida con un plene
vertical que pase por O y O, cbfendremos una
raza como s indicade en 1s fig. 7. Admitiendo ! T e T i
que al arco guebrads O-M-O' es un arca de fres FIGURA &
articulaciones, analizaremaos el equilibric del mis-
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o
u—4 ;
ﬁ..:_ﬂ——i_ dy = pd —
¥ ¥

FIGURA 7

Pers segin llas ecuacionss {I-8) v (19) siende
1y ta ordensda cormespondiente @ U = Bd, se

tendré:
fo == knab fn 1] {1n-3)
cue rgemplazada en (11I-2):
F=— 2gabpin— 1) (-4
Por g tanto, la rececsdn vertical en cade apo-
yo vaoclr 8 '
F ik 2g ke ab
Ve Qud— =20 g 29, gy
2 o 2
V' o— gab »? [ Hl-5)

Gue es el peso cel casquete de fados va y ub.

El squiibrio del areo de fres arficulecones exi-
e gue la resccidn honizontal H eplicads 3 cada
apoyo, cumpla con ke condidian de momerta nu-
lo respscio de M, o sea:

i) — _EE_
2

H=—
fo
en la que reemplazando valores v operando:;
1

Bl e

—l Lyl F=5)
By i

Bl momento Hector en un punte genérice de
chscisa U del arco O-M — OV tiene la siguisn-
e ENDTeaion:

Q u
.'u'ﬂ:"-.-"u——g—-u—Hz (1 | v

en b cusl, reemplazando valores rosuha:

igat? p— L
; My — gab g — a
24 kie—1)
kuah i
S g ——s e
5|
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I o R (T—21) (W) (11-8)
2l —1 =

SegUn estn swpresidn, puede observarse que
el coeficiente 1 contrala santo la conformasién
geomélrica cema el comportamienio mecaco de
fa estructurs. Eligiéndole convenicntemante, pue-
den obfenerse fermis de inferds para su aphi-
caclén practica, como s verd & contipsacion,

IV) CUPLULAS CUADRANGULARES COMNSTITUIDAS
POR SECTORES DE CUNAS HIPERBOLICAS

Reuniendo cualro casquetes d= cuna hiperbds
hca (fige B) de lados pa v b, sa obtiene una ed-
pula de planma rectangular de lades Zua 3 Zsh

Esta clpule presenta cuatro bordes horlzonta-
s, en los que se pueden alojar cdmodamente
as armadures de traccidn necesarlas para equi-
librar tanto los empujes producdes por dos ar-
oos, tomo los estuerzos debidoe 43 las fuerzas
mernbranates. Para cvitar deformaciones excesi-
WEZ, B5 MUy convenisnie posTensar eSas arma-
aInEs.

30 se afribwye a p el valor:

r2
e —.\'2—— (A=1)

s& ooflene une cupuls como (8 representada en
e fig 5, ¥ seqgin ta ecussicn -3}, los sréos
trarticutados gue le sustentan resultan libres de
momertos flectares. La depresidn gque puede ob-
servarse en ol centro de la choula le confiare un
aspecte nsdlitc cue la aparta de o que ¢l juicio
intwitivo acepharia como un disefo eficents.

Las figuree 2a, b, e ¥ Pd muestean s reall-
Fecion préctica que div oflgen. al presente desa
rroflo. Bn edte casa, los cuafro sectores de cufia
hiperndlica gue [a constiflpen fueran diskancados
enire ¢l para dar cabidz 2 los lucernerlos reque-
ridos por el provecte. B valor de v adoptado es

-

FIGURA B




FIGURA 72

FIGURA ¢
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FIGURA 94
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ligeramente linferior al establedido en [IV-1) con
el cbjste d= crear una componente dirigide hacia

ariba capaz o equilibrar & peso de e lin-
terna (¥ %)

CONCLUSION:

Les conocides imitacionss de la fectia mem-
branal impenen al proyectista de laminas una
gran prucenda y sensatez en la gonsideracion de
suz dizefies, en procura de obtener esfruciuras
suficiertements rlgidas v suietas & tensiones ma-
deracas. Salvada esta dificultad, fa aplicacidn de
ete modslo matemstico queda ampliamente jus-
titicacls por uma larga sxperiencia constructiva,
von le ventaja adicional de su limpieza p fadli-
dad dz operacion. Entendemos gque existe aln
un vesto campo inexpoonado en esta rama de
la esfabilidiad, parliculanmente en cuoanfo respec-
ta al estudio de nuevas formas geoméfricas. Pa-
ra dar impulso & este procese serd necesaric els-
borar v difundir métodos ds chleule simples y
ramidos, de modo de Incorporarles a la ruting de
los constructores, sin el esfuerzo gue represen-
ta el shordar los complejos desarroihos matema-
Hicos que propone la literatura espedializada.

Con esto se enrigueserd no zdlo =l campo de
las realizecionzs concretas, sino tambidn &l de la
investigacion fedrica, reslmentads & U ver por
la experiencia tangible que la préctica ofrece.
Por ofwa parte, serla necesarlo inclulr en nues-
tros Reglamenios Téenicos las mormas gue re-
gulen |a construccidn de estruckiras daminares,
normas gue, con su doble furcidn restriciiva y
oricntadora, confribuirdn sin duda @l uso mas
generalizade de edter estruchuras, sobre cuya
racignalidad W econorniz l‘m|g& tocio  comenta-
ric.
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{**] Para equifibrar wna carga pearmanente P acteando
en &l centro de la cdpela sin introducir momentes
flectores en los @mos portanies, debe cumplirss
la relacicn:

s
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